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黏性液膜在水平旋转柱体外的稳态行为

林蕴芊，雷家睿，马宇翰
（北京师范大学 物理学系，北京　 １００８７５）

摘要：绕水平轴旋转的圆柱杆外表面上黏性液体会随着杆的旋转趋于稳态． 本文研究了这一稳态对应的最大液体质量及

其在不同条件下丰富的几何形状． 在将液体流动近似视为斯托克斯流的前提下，杆上液体的单位最大载荷量 Ｗ 关于液体参数

（密度 ρ、黏度 μ）及杆参数（转速 Ω、半径 ａ）的依赖关系为 Ｗ∝ 　
ρμΩａ３ ． 本文设计的控制变量实验表明，这一关系在较小雷诺

数情况下 （Ｒｅ≤１０）成立． 在较高雷诺数（Ｒｅ＞１０）区域，黏性液体的惯性效应是导致理论预测与实验结果出现偏差的主要原

因． 本文进一步探究了液膜横截面形状随杆转速变化的现象，实验观察到了椭圆、叶状、单勾和多勾形状的液膜，并定性解释

了其形成原因． 此外，实验中还发现了圆柱体轴向上形成液环的现象，液环数量与杆转速、杆半径成正相关．
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　 　 本文探究的问题源于 ２０２２ 年国际青年物理学

家锦标赛（ＩＹＰＴ）的一道题目：当旋转一根涂有黏性

液体的杆时，原本在重力作用下会滴落的液体，将在

杆外部形成一层液膜而不会滴落． 这种现象在巧克

力喷泉机的使用中经常出现，在裹满巧克力浆的零

食准备浸水冷却的过程中，通常都会采取旋转竹签

的方法来避免巧克力滴落．
这是一个典型的流体力学问题，相关问题已经

引起了不少的研究兴趣． 例如，Ｍｏｆｆａｔ 通过润滑理论

和薄膜近似得出了给定转速下杆所能承受的单位最

大载荷［１］ ． Ｈａｎｓｅｎ 利用 Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ 方程在 Ｓｔｏｋｅｓ
近似下的迭代积分方程，给出了一系列流动参数的

自由表面剖面和自由表面速度分布［２］ ． Ｐｅｔｅｒｓｏｎ 使

用有限元分析的方法得到了竖直重力场中绕水平轴

旋转的杆表面的黏性液膜在稳态被破坏后的流场变

化［３］ ． 然而，Ｍｏｆｆａｔ 理论的适用范围还未有严格的实

验检验． 同时，据笔者所知，还没有关于液膜截面的

形状及可能产生的液体环数量变化的研究．
本文基于 Ｍｏｆｆａｔ 在 １９７７ 年对该问题的研究［１］，

在实验上对旋转杆上液体的单位最大载荷量关于液

体参数及环转速和半径的关系进行了定量检验． 实

验结果表明，低转速时理论与实验结果符合良好，而
转速较大时实验值小于理论值，且差异随转速增加

逐渐增大． 本文认为这一差异是大转速下液体的惯

性效应导致的，发现该差异在雷诺数 Ｒｅ＞１０ 后随雷

诺数单调递增． 此外，本文对液膜截面形状的变化

行为提出了定性解释，并进一步研究了液膜环数量

与各实验变量的关系．

１　 理论模型的建立

１．１　 椭圆液膜模型

在实验中发现杆外液膜的截面形状大多呈稍有

偏心的椭圆形，如图 １ 所示． 因此，在理论模型中，
可把液膜视为椭圆形，进而对达到稳态时杆上液体

的单位最大载荷量进行求解． 为便于理论求解，假
设流动为小雷诺数流，暂不考虑液体沿杆轴向及径

向的流动，假设液膜厚度 ｈ（θ，ｔ）远小于杆的半径 ａ．
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图 １　 理论模型示意图
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１．２　 最大载荷量的求解

液膜厚度 ｈ（θ，ｔ）是本文研究的重要参量之一．
当杆上的液体达到稳定后，平均膜厚可表达为

ｈ０ ＝
１
２π ∫

２π

０
ｈ（θ，ｔ）ｄθ （１）

在薄膜近似 ｈ＜＜ａ 的条件下，单位载荷可用平均膜厚

表达为

Ｗ＝ ２πρａｈ０ （２）
其中，ρ 为液体密度，ａ 为旋转杆的半径． 在一般情

况下，描述流体运动的 Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ 方程写为

ρｄｕ
ｄｔ

＝ ρｆ－ Δｐ＋μ Δ２ｕ （３）

根据雷诺数的定义，代入实验中的相关参数（液体

密度 ρ＝ ０．９６×１０３ｋｇ·ｍ－３，杆的转速 Ω ＝ ２．４６ ｒａｄ·
ｓ－１，杆半径 ａ＝ ０．０１ ｍ，液体动力黏度 μ ＝ １０００ ｃＳｔ），
得到系统中的最大雷诺数为

Ｒｅ＝ ρＵＬ
μ

＝ ρΩａ
２

μ
≈０．２３１７＜＜１ （４）

此时液体的惯性效应可以忽略，液体流动近似为斯

托克斯流，方程（３）可以简化为

μ
ρ

∂２ｕ
∂ｒ２

＝ｇｃｏｓ θ （５）

杆上的液体达到稳态时，边界条件为

ｒ＝ａ 时，ｕ＝Ωａ （６）

ｒ＝ａ＋ｈ（θ，ｔ）时，∂ｕ
∂ｒ

＝ ０ （７）

其中，式（６）表示杆与液体的接触面无相对滑动，式
（７）是液体的稳态条件．

文献［１］中已给出该定解问题的近似数值解

法，得到杆上液体的单位最大载荷为

Ｗ＝Γ ρμΩ
ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ａ
３
２ （８）

其中 ρ 为液体密度，μ 为液体动力黏度，Ω 为杆转动

的角速度，ｇ 为重力加速度，ａ 为杆的半径． Γ 为数

值积分得到的常数，文献［１］给出其值为 Γ ＝ ４．４２８，
但本文使用 Ｍａｔｌａｂ 对文献中的数值积分进行了重

新计算，得到 Γ ＝ ４．４４４（精确到三位小数）． 考虑到

作者完成文献［１］时数值计算工具不够成熟、精度

受限，本文在 ２．３ 中采用 Γ ＝ ４．４４４ 来进行实验结果

与理论的验证．

２　 实验探究

２．１　 实验装置

实验装置包括转动杆、测速模块、称重仪器三部

分，示意图和实物图分别如图 ２ 和图 ３ 所示．
本文选用密度与黏度已知的 ＸＩＡＭＥＴＥＲ ＰＭＸ－

２００ 道康宁二甲基硅油作为实验液体，其具体参数

生产厂家已给出，如表 １ 所示．
表 １　 实验中使用的硅油的比重和黏度

比重 黏度 ／ ｃＳｔ

０．９５７ １０
０．９６０ ５０
０．９６４ １００
０．９６９ ３５０
０．９７０ ５００
０．９７０ １ ０００

使用 Ｓｈａｐｒ３Ｄ 软件对杆进行建模，并用白色树

脂 ３Ｄ 打印得到杆． 杆在普菲德 ５ＲＫ６０ＲＧＮ－ＣＦ 型

６０Ｗ 电机带动下转动，为使转速达到实验要求，在
电机上加装了普菲德 ５ＧＵ－２０－Ｋ 型减速齿轮降低

转速． 同时，使用调速器对电机供电并调节转速． 为

测量杆的转速，在杆上的非液体倾倒区域固定了一

个挡光片，然后使用光电门与 ＤＨＴＣ－１ 型多功能微

秒计测量杆的转动 １０ 圈需要的时间，并计算转动角

速度． 此外，使用 ＪＣＳ－Ｚ１ 型电子秤测量实验过程中

滴落的液体质量．
由于杆的质量较大，随电机转动时最左端的转

动中心与圆心稍有偏移，故选用一个直径等于杆直

径的亚克力管作为限位器，以减弱杆的偏心旋转．
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实物图

图 ２　 实验装置图
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２．２　 实验方法

在完成转杆的水平调节，并将电子秤示数归零

后，实验步骤如下：１） 称量硅油的原始质量 ｍ０；
２） 打开电机至其稳定，并使用微秒计时器和光电门

测量电机转速 ３ 次取平均值作为实验值；３） 向杆上

的一段固定区域倾倒硅油，在杆上的硅油量稳定后，
使用小木片尝试少量滴加，直到硅油液膜破损、开始

滴落；４） 记录下硅油滴落前的电子秤示数 ｍ１；
５） 测量实验后的硅油剩余质量 ｍ２ ．

为了便于准确读取电子秤示数，使用摄像设备

记录其示数变化，在实验结束后通过视频读取硅油

滴落前的示数． 故实验区域内的最大载荷量为

ｍｍａｘ ＝ｍ０－ｍ１－ｍ２ （９）
２．３　 实验结果与分析

为了验证在 １．２ 中得到的单位最大载荷量 Ｗ 与

ρ
１
２ 、μ

１
２ 、Ω

１
２ 、ａ

３
２ 成正比的理论关系，实验中通过控制

变量、多次测量取平均值的方法得到的单位最大载

荷量与各参数的关系． 由于实验条件限制，无法单

独改变液体的黏度或密度，因此引入了一个复合参

数 φ＝ 　 ρμ来描述液体的性质，通过改变 φ 探究液

体性质对实验现象的影响． 单位最大载荷量 Ｗ 与液

体性质 φ、杆旋转角速度 Ω、杆半径 ａ 关系的实验结

果分别如图 ３（ａ）－（ｃ）所示．
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图 ３　 单位最大载荷与各参数的关系

其中，实心点为实验数据点，曲线为使用式（８）得到

的理论拟合线． 可以看出，在杆角速度较小（Ω≤

１０ ｒａｄ ／ ｓ）时，单位最大载荷量 Ｗ 与 φ、Ω
１
２ 、ａ

３
２ 均成

正比，且实验与理论拟合的相关性系数Ｒ２ ＞０．９ ，这
说明 Ｍｏｆｆａｔ 得到的最大载荷表达式（８）在雷诺数较

小的情况下是成立的．
从图 ３（ｂ）中也可以发现，转速 Ω＞１０ ｒａｄ ／ ｓ 时

实验值普遍小于理论值． 接下来将对这个偏差进行

讨论和解释．
２．３　 对偏差的讨论

Ｍｏｆｆａｔ 的理论模型［１］是在液体雷诺数 Ｒｅ＜＜１ 的

假设上建立的，但该假设的合理性尚未得到证明．
本文猜想 ２．２ 中理论值与实验值的偏差就是由于在

较高旋转角速度 Ω 下，液体雷诺数不再满足 Ｒｅ＜＜１
的理论假设而导致的． 为了验证这个猜想，笔者计

算了单位最大载荷量 Ｗ 的理论值与实验值的偏差

和对应实验中液体的雷诺数，将两者绘制为图像，如
图 ４ 所示．
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图 ４　 Ｗ 的理论值与实验值偏差大小与雷诺数 Ｒｅ 的关系

可以看出，在 Ｒｅ＞１０ 时，偏差值与雷诺数成正相
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关． 雷诺数越小，黏性力越显著；雷诺数越大，则惯性

效应越显著． 因此，可以对偏差的产生做出解释：随着

转速增大，雷诺数增大，惯性效应无法忽略，理论假设

中的小雷诺数流假设不再成立． 除此以外，随着杆转

速的增大，外界的扰动（如杆的偏心运动、外界气流扰

动等）也会增大，使液膜不稳定，降低载荷量．

３　 液膜行为的探究

３．１　 探究液膜形状的变化过程

在实验中，还发现随着转速和滴加硅油量的增

加，液膜的形状会发生变化． 为探究这一变化过程，
将图 ２ 的实验装置改装为图 ５ 所示装置进行实验，
以便从垂直方向记录液膜的具体形状．

�	

�����	�
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图 ５　 更改后的实验装置图（俯视）

通过拍摄视频对液膜截面形状进行分析，可以

将液膜变化分为 ５ 个阶段：１） 稳定的类椭圆状液

膜；２） 通过转速增大或少量滴加硅油的方法，液膜

周长会增大，形成叶状液膜；３） 转速继续增大，在离

心力的作用下，一部分液体会甩出形成液滴，即单勾

状液膜；４） 转速进一步增大，惯性效应增强，更多的

液体甩出，形成多勾液膜；５） 转速持续增大，液膜发

生破裂，导致硅油滴落，恢复到类椭圆状液膜．
图 ６ 展示了四个不同阶段的液膜形状，左侧为

视频截图，为清晰展示液膜形状，使用图像处理工具

将液膜曲线处理为右侧图像．

稳定的类椭圆状液膜

叶状液膜

单勾液膜

多勾液膜

图 ６　 不同阶段的液膜截面图

３．２　 探究液体环数量的变化

除了液膜截面形状的变化，在实验中还发现了

液环现象的产生． 如图 ７ 所示．

图 ７　 液环现象

这是液膜截面形状变化在杆轴向上的体现． 虽

然无法给出该现象的定量解释，但本文从实验上探

究了相同长度范围内液环数量与转速、杆半径的关

系，实验结果如图 ８ 所示．
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图 ８　 液环数量与不同参数的关系

　 　 可以看出，相同长度范围内液环的数量与杆的

转速、半径成正相关． 由于液环数量需要为整数，所
以能看到明显的阶段性变化．

４　 总结与讨论

本文在 １９７７ 年 Ｍｏｆｆａｔ 研究的基础上，通过严谨

的控制变量实验在低雷诺数范围内检验了 Ｍｏｆｆａｔ 理
论的正确性，即在一定范围内，单位最大载荷量 Ｗ

与 φ、Ω
１
２ 、ａ

３
２ 均成正比． 在此基础上，本文分析了在

雷诺数较大区域，惯性效应导致实验值与理论值偏

差随雷诺数的增大而增加．

　 　 此外，本文进一步在实验中探究了液膜截面形

状变化的问题． 将变化过程分为了 ５ 个阶段，并得

到了四个不同时期的截面图像． 液膜截面形状变化

在轴向上的体现是液环的出现． 经过控制变量实验

发现，液环数量与杆转速、半径成正相关．
本文的研究对工程学中轴承上的润滑油分布有

启发性． 同时，单位最大载荷量与转速的关系对如

何优化蜂蜜棒结构也有指导意义．
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